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Le contexte

idérons que nous tentons de créer un algorithme de prédiction a partir d'un coupl
bles (X,Y) € R? x R.

robleme principal est : peut on prédire avec confiance, un label Y;,;1 pour un nouv
t Xn+1-
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Le contexte

idérons que nous tentons de créer un algorithme de prédiction a partir d'un coupl
bles (X,Y) € R? x R.

robleme principal est : peut on prédire avec confiance, un label Y;,;1 pour un nouv
t Xn+1-

cela, on dispose d'un jeu de données: (X;,Y;),1 < i <n que I'on sépare en 3 sets:

o] (Gl =
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Contexte

ment y arriver : En se donnant un niveau de confiance 1 — a (ou un niveau de rej
truisons un ensemble de prédiction C,(X,,11) Vérifiant:

P [Yn+1 c Ca(Xn+1)] 2 11—«
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Contexte

ment y arriver : En se donnant un niveau de confiance 1 — a (ou un niveau de rej
truisons un ensemble de prédiction C,(X,,11) Vérifiant:

PYnt1 € Ca(Xnt1)] 21—« (1)

remiére chose qui saute aux yeux, c'est que I'ensemble de prédiction est dépendant de
1, et donc d'une nouvelle donnée.
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Contexte

a imposer 4 "restrictions” pour la construction de ces ensembles :
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Contexte

a imposer 4 "restrictions” pour la construction de ces ensembles :

) C,(X) doit &tre le "plus petit” possible.
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Contexte

a imposer 4 "restrictions” pour la construction de ces ensembles :

) C,(X) doit &tre le "plus petit” possible.

) Indépendance au modele. (Prédiction ou classification)

Rémi Vaucher (ERIC) Prédiction Conforme Il July 15th



Contexte

a imposer 4 "restrictions” pour la construction de ces ensembles :

) C,(X) doit &tre le "plus petit” possible.

| Indépendance au modele. (Prédiction ou classification)

| Indépendance a la loi des données.
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Contexte

a imposer 4 "restrictions” pour la construction de ces ensembles :
) C,(X) doit &tre le "plus petit” possible.
) Indépendance au modele. (Prédiction ou classification)

)| Indépendance a la loi des données.

alide (théoriquement) avec un nombre de données fini.
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La notion d’incertitude

érét de cet algorithme est de pouvoir s'appliquer a tout type de modele de prédicti

Incertitude

Rigoureuse

premiére étape est donc de comprendre le type d’incertitude a laquelle on a a1.
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Question :

Quelle est la mesure d’incertitude la plus répandue ?

Réponse :
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Question :

Quelle est la mesure d’incertitude la plus répandue ?

Réponse :L'erreur quadratique ||Y — V|2,
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La fonction score de conformité

notion est la plus importante du principe de prédiction conforme, nous le verrons
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La fonction score de conformité

notion est la plus importante du principe de prédiction conforme, nous le verrons

s devons définir un score de conformité s. Deux exemples (bien connus) de score
ormités:

) Les écarts au carré : s(X;,Y;) = ||Y; — f(X))]]2

) Les écarts absolus : s(X;,Y;) = |Vi — f(X;)]
ractéristique principale d'un score de conformité: plus c’est grand, moins la prédic’&t
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Quelques remarques sur les fonctions scores de conformité

La fonction score de conformité est évidemment dépendante du prédicteur f. P
autant, nous n'écrirons jamais s¢(X,Y") mais s(X,Y).
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Quelques remarques sur les fonctions scores de conformité

La fonction score de conformité est évidemment dépendante du prédicteur f. P
autant, nous n'écrirons jamais s¢(X,Y") mais s(X,Y).

La fonction score compare la prédiction f(X) a la vraie sortie Y. Elle est donc
dépendante de deux variables X et Y.
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L’ensemble des scores de conformités

allons créer I'ensemble des scores de calibrations iincluant le pire score possible

S = {S(X17Y1)7S(X2ay§)a SRR S(Xnayn)v OO}

ENTION : cet ensemble n'est pas créé grace aux , mais grace

données de calibrations.
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L’ensemble des scores de conformités

allons créer I'ensemble des scores de calibrations iincluant le pire score possible
S = {S(X17 YI)’ S(XQa YV2)7 SRR S(Xna Yn)7 OO}

ENTION : cet ensemble n'est pas créé grace aux , mais grace
données de calibrations.

a calculer ¢ comme le quantile d'ordre t1(1 — «) de I'ensemble S (dans la suite,
a uniquement de ¢;_, mais techniquement c’est VEES (a cause de la présen

hétique du pire cas).
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Les ensembles de prédictions

és de ce quantile, nous créons I'ensemble suivant:

C(Xnew) = {y | S(Xneway) < (j}
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Garanties théorique

Définition
On dit que les variables (X;,Y;)"; sont échangeables si, pour toute permutations o
de {1,...,n}

L(X1,Y1),. -, (X0, Yn)) = L (Xo(1), Yo1)s - -+ Xon), Yom))

ou L est la loi jointe.

J

chantillon de variables aléatoire (continu ou discret) est automatiquement échangeable
définition). Des relevés de série temporelle ne le sont pas.
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Garanties théoriques

Théoreme
On considére que (X1,Y7), ..., (Xn, Yn), (Xnews Ynew) sont échangeable. Alors:

P |:Ynew € C(Xnew)] Z 1-a
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De I'importance de la fonction score.

plication de la fonction score dans la création de C(X) prouve bien I'importance d
tion.

ait, a la condition que la fonction score s ordonne correctement les erreurs (en terme de
nitude), alors I'ensemble de prédiction s’adaptera bien (en classification notamment. En
ession, il faut des éléments supplémentaires).
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De I'importance de I’échangeabilité

ons des données {(X1,Y1),...,(Xn, Ya), (Xnt1, Yni1)} iid. (donc échangeables
ons aucune idée de la loi de ces données.

e modele est sensé approcher la loi des données, mais il n'y arrivera pas avec exactitude,
ui entraine que nous ne pouvons pas connaitre avec certitude la loi des erreurs.

i)

méme maniére, nous ne pouvons pas connaitre la loi des scores de conformités s(
représentent dans les cas les plus simples nos erreurs).
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De I'importance de I’échangeabilité

ontre, la fonction score est une fonction:

s:R™ xR™ R
(X, Yi) = s(X;,Y))

s ne pouvons certes pas connaitre la loi de la variable s; = s(X;,Y;), mais nous savons
ment se comporte la loi des rangs:

r; = rang(s;) ~ U([1;n + 1]). .

t de 13, la création des quantiles devient simple et automatique.
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Premiers algorithmes

ention : Les deux algorithmes suivant sont formalisés pour la régression. Toutefois,
Split Conformal Prediction (SCP) peut étre adaptée a une tache de classification.
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Algorithme 1: Split Conformal Prediction (SCP)

) Séparer les données d’entrainement en deux : et calibration.
) Entrainer un modele f sur les données d’

) Calculer les scores de conformités:

S ={|Y; — f(X3)],(X;,Y;) € Calibration}

)| Calculer le quantile d’ordre ”H(l —a) sur S. On le notera ;. [ 5.

)| Pour une nouvelle donnée X, 11, calculer:

C( n+1) [.}E( n+1) - q1—a( n+1) f( n+1) + q1—a(Xn+1)j|
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Algorithme 1 (SCP)

algorithme est:
o Simple
Rapide
Mais non adaptatif (en I'état).
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Conformal Quantile Regression

jectif serait maintenant d'avoir une couverture adaptative, et donc conditionnelle:
Non conditionnel: P [Y,4+1 € C(Xp41)]
Conditionnel : P[Y,41 € C(Xp41)|X)11]

eureusement, nous perdons les garanties théoriques avec la régression quantile. Mais nous
s quand mé&me nous en sortir en mixant avec la prédiction conforme.
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Algorithme 2

) Séparer les données d’entrainement en deux : et calibration.
D Entrainer deux modeles QR _, 5 et QR,, /5 sur les données d’

D Calculer les scores de conformités:

S = {max (é]\%a/2 -Y, Y — @1—04/2) , (X5, Y:) € Calibration}

O Calculer le quantile d'ordre "T“(l —a) sur S. On le notera ;. (5.

) Pour une nouvelle donnée X, 11, calculer:

C(Xn41) = [QRayo(Xn11) = @1-0(Xn1): QR1_ap2(Xnt1) + @1-a(Xns1)
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Algorithme 2

Igorithme est:
Simple
Adaptatif
Rapide

Mais ne repose pas sur un modele de prédiction précis : seule I'ensemble de prédiction est
accessible.
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Contexte

onsidére un ensemble de données (X1,Y7),...,(X,,Y,) dont les labels sont en nom
e {C,...,Cy}.

suppose avoir créé un modele f tel que

F(X) = {p(C1),p(C2), ... 6(C) }

U les p(c;) représentent les probabilités estimées d'appartenance de X a chaque classe. Un

\

cle de classification est un modéle de la forme
g0 f(X) = max{p(C1),....p(Ci)} .
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Contexte

jectif est d'avoir un ensemble, le plus petit possible, regroupant les classes les plus
yables pour une entrée X.
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Algorithme 1

) Séparer les données d’entrainement en deux : et calibration.

) Entrainer un modele d’'estimation de probabilité des classes f sur les données
dl

)| Calculer les scores de conformités:
S={s(X:,Y:) =1— f( X))y, (X;,Y;) € Calibration}

) Calculer le quantile d'ordre 1 — o sur S. On le notera ¢, . (5).

) \Pour une nouvelle donnée X, 1, calculer:

~

C(Xn—l-l) = {CZ7 S(Xn-|—170i) =1- f(X’L)Cl < d1—a (S)}
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Exemple 1

ée un classifieur sur des images de Chiens, Chats et Tigre (les probabilité seront d
cet ordre).

scores de conformités donnent:

Cal; S o B ! N
hen(X) | 005 090 085 015 015 020 015 015 025 020
(X)) | 0.02 005 010 060 055 050 045 040 035 045
hi(X) | 003 005 005 025 030 030 040 045 040 035
005 01 015 040 045 050 055 055 06 065

S
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Remarques

Dans ce cas, nous parcourons toutes les issues possible et regardons leurs score
conformités avec I'entrée X, ;1

Il est intéressant de ressortir un ensemble de couples (Y, py).
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Exemple 1

e quantile d’ordre 1 — o (pour &« = 0.1) de S est ¢, . (5 = 0.65.

o On prédit la classe d'une nouvelle image X, On obtient:
f(Xpew) = {0.05,0.35,0.60}

Alors:

o $(Xyew,chien) =1 — pepien = 0.95

o $(Xpew,tigre) =1 — Prigre = 0.65 < 1 (5
o $(Xpew,chat) =1 —Pepar =04 < (5)

On obtient donc C(Xpew) = {"chat”, tigre” }
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Commentaires sur cet algorithme

Les ensembles de prédictions produits sont de taille trés raisonnables.

Une tendance a grossir les ensembles de prédiction sur les données les plus simples.

Une tendance a amoindrir les ensembles de prédiction sur les données les plus difficiles.
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Algorithme 2

) Séparer les données d’entrainement en deux : et calibration.
D Entrainer un modele d’estimation de probabilité des classes f sur les données
dl

) Ordonner les probabilité de chaque classe par ordre décroissante:

Doy(1)(Xi) = Poy(co)(Xi) 2 -+ > Doy (Xi)
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Algorithme 2

) Calculer les scores de conformités de la sorte:

a; l/z
5(Xs,Y;) = Z Do) (X

Remarque : Nous sommons toutes les probabilités estimées de maniére décroi
en s'arrétant avec la probabilité de la classe réelle.
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Algorithme 2

U

alculer le quantile d'ordre 1 — o sur S. On le notera ¢, . (5).

) Pour une nouvelle donnée X, 11, calculer:

C(Xnt1) = {on1(Ci), 1<i<r}

ol r est donnée par:

7
r= arglrgféck z;ﬁan+1(Xn+1) >1—ap;+1
1=

Sous entendu, r, est le rang de la premiere classe pour lequel la somme ordonnée
écroissante des probabilité dépassera le quantile ¢ . (5.
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Exemple 2

e remets dans le cas du classifieur Chien/Chat/Tigre, avec un niveau o = 0.1.

scores de conformités sur le set de calibration donnent :

Cal; ‘ - !

Paog (Xi) 0.25 0.10
Priger (Xi) 0.40 0.30
peat(Xi) 0.35 0.60
0.75 0.60

S
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Exemple 2

d on calcule le quantile d'ordre 1 — «, on trouve ;. (5 = 0.95

amene une nouvelle donnée dans le classifieur, et nous trouvons:

~

F(Xpew) = {0.05,0.45,0.5}

donné de maniére décroissante, on trouve:

F(Xnew) = {p("Chat’) = 0.5,  p(’Tigre”) = 0.45,  p(’Chien”) = 0.05} .
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Exemple 2

somme petit a petit les probabilités jusqu'a dépasser au moins ; . (5). Nous obte

C(Xnew) — {w Tigre” , ” C’hat”}
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Conclusion pour la SCP

Méthode simple et peu coliteuse qui

o Quantifie I'incertitude d'un modéle.
o Retourne un ensemble de prédiction

S'adapte a tout type de modeles (statistiques, réseaux de neurones, random forest, ..
Insensible aux distributions tant que les données sont échangeables (exclus les
time-series).

Garanties théorique en données finies.

Si la couverture n’est pas conditionnelle, garanties théoriques. Par contre, aucu
garanties théoriques pour les couvertures conditionnelles.
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Les problemes a résoudre

D Avoir une couverture conditionnelle (traitée avec la Conformal Quantile Regression

) S'affranchir de I'échangeabilité (pour les time series).

)| Elucider le probleme : colit computationnel vs. puissance statistique.
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coiit computationnel vs. puissance statistique.

ffet, nous avons étudié jusque la I'algorithme de Split Conformal Prediction, consi
dre des données de calibrations en réduisant la base d’entrainement:

On réduit la base d'entrainement : le modele peut en patir.

o| On obtient une base de calibration qui n'est pas tant fournie que cela.

ment faire pour contourner ces problemes? .
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Full (transductive) conformal prediction: FCP

ull Conformal Prediction permets de ne pas avoir a séparer les données d’entraine
odele peut étre créé avec un "maximum” de généralisation.

par contre un (trés gros) inconvénient : le colit computationnel explose.

autant, il ne faut pas oublier qu'historiquement, la SCP est arrivée aprés la FCP.
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Idée de I'algorithme

2 entrainé notre modele sur des données (X1,Y1),...,(Xp,Y,), oulesY; € Y (¥
fini ou non).

recoit une nouvelle donnée X, alors, en parcourant toutes les possibilités de ), on
ndra Y, +1.
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Algorithme 3

un candidat (X,41,9):

) On sélectionne un label y € ) et on entraine le modéle fy sur I'ensemble de donn
(X17 Y1)7 cevy (Xn7 Yn)a (Xn+17y)
)| On calcule les scores

Sy = {sy(Xi,Y;),1 <i <n}U{sy(Xns1,9)}

avec 5,(X,Y) = s(f,(X),Y)
)y € C(Xnt1) si sy(Xny1,9) < q1-alS) .
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Un probleme... majeur!

olit computationnel de cette méthode est juste MONSTRUEUX:

On itere sur tous les y possibles: en classification basique, ¢a passe. Mais sur la plu
des modeles, c'est juste impensable.

D’autant plus que I'on a parlé d'une unique données X,, 1. Pour pouvoir contrdler la
robustesse de I'algorithme, il faudrait parcourir plusieurs X, 11.
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Les différentes méthodes de conformal prediction

mage (qui n'est pas de moi, j'avoue) qui explique bien le principe:

Statistical efficiency

Computational efficiency

CV+ Jackknife+ Full conformal prediction

-

Quantile Out Of Bag (QOOB, Gupta et al., 2022)
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Jackknife+

éthode du jackknife est basé sur du leave-one-out:

Rémi Vaucher (ERIC) Prédiction Conforme Il

July 15th



Algorithme Jackknife+ (ne marche que sur de la régression)

) On dispose des données D = {(X1,Y1),...,(Xy,Y,)} pour entrainer notre model
calibrer la CP. On dispose aussi d'une nouvelle donnée X,

D On entraine le modele f; sur D\ (X;,Y;)

) On établi les scores de conformités de la maniére suivante:

Spm = {f=i(Xn+1) £ |foi( X)) = Yi|,1 < i < n}

) Alors I'ensemble de prédiction a hauteur de 1 — « est:
Cl—a(Xn—i-l) = [Q1—a(s—)§ Q1—a(S+)] .
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Algorithme CV+ (ne marche que sur de la régression)

éthode est basé sur le principe de cross-validation:

Train  Train Cal

Cal Train  Train
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Algorithme CV+ (ne marche que sur de la régression)

) On dispose des données D = {(X1,Y1),...,(Xn,Yn)} pour entrainer notre modele
calibrer la CP. On dispose aussi d'une nouvelle donnée X, 11

) On sépare D en K sous ensemble I, ..., Fx
) On entraine le modele f_j sur D\ Fy,

) On établi les scores de conformités de la maniére suivante:

Spm = {0 (i) £ 1f0(X0) = Yil} e L SR < K

) Alors I'ensemble de prédiction a hauteur de 1 — « est: .

Cl—a(Xn+1) = [QI—Q(S—); Q1—a(S+)]
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Conclusion

Lorsque I'on a beaucoup de données en régression (au moins 1000 en calibration),
peut appliquer la SCP.

Lorsque I'on a moins de données, on peut utiliser CV+ ou JK+

Lorsque I'on a les moyens et une possibilité de discrétisation " correcte”, on peut utiliser la
FCP.

En classification, on se focalisera souvent sur la SCP ou la FCP (dépendamment du
temps d'entrainement du modéle).
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